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初等関数の微分公式の証明を眺める






























































3 . 1 これまでの指導法
文科省の検定教科書（5社 8冊*1）や矢野ら[5, pp.48 49]によれば，三角関数 sinx, cosx, tanx







































































































3 . 2 さまざまな順番で証明する
3 . 2. 1 cosx, sinx, tanxの順番


































については，3 . 1節で述べた方法とまったく同様に，(1), (2)で示したことと，
商の微分公式を用いればよい．




3 . 2. 2 tanxの証明が 2番目となる順番
「cosx, tanx, sinx」と「sinx, tanx, cosx」の 2通りがある．前者のみ詳細を述べる．




を示す．証明においては「三角関数の微分の結果は，(cosx)′ = − sinxという結
果しか使えない」という点に特に留意する必要がある．三角関数の相互関係 1 + tan2 x =
1
cos2 x
に注目し，この両辺を微分する．左辺は 2 tanx · (tanx)′ となる．ここで (tanx)′ の結果につい
ては未知であるので，(tanx)′ はそのままの形にしておくことがポイントである．また微分公式





· (− sinx) = 2
cos2 x




2 tanx · (tanx)′ = 2
cos2 x
· tanx













だろう．この方法では証明自体をすることができるが，暗に (sinx)′ = cosxを証明してしまってい
るため，これを「cosx, tanx, sinx」の順で証明しているとは言い難い．
(3) (sinx)′ = cosxを示す．相互関係 sinx = tanx cosxの式について，両辺を微分する．(1),
(2)の事実と積の微分公式から証明することができる．3 . 1節で述べたこれまでの指導法との違い
*3この結びつきの強さの 1つとして例えば「余関数」という概念がある．一般に「xと y が互いに余角であるとき，
常に f(x) = g(y) が成り立つような 2 つの三角関数 f(x), g(x)」を三角余関数という[1, p.165]．余関数の最も有名




















3 . 2. 3 tanxの証明が 1番目となる順番











tanh− tan2 x tanh

















= 1を補題として用いていることに注意しておく．(2) (cosx)′ = − sinxを








· (cosx)′ となる．ここで 3 . 2. 2
節と同様に，(cosx)′の結果については未知であるため，(cosx)′はそのままの形にしておく必要が
ある．以上から，恒等式





が得られる．これを (cosx)′ について解くと，(cosx) = − sinxとなる．
(3) (sinx)′ = cosxを示す．これは 3 . 2. 2節で述べた (3)の証明と同様である．



















4 . 1 これまでの指導法
































(2) (log x)′ =
1
x
を示す．これは (1)において a = eとすればよい．
(3) (ax)′ = ax log aを示す．y = ax とし，両辺に対数をとり微分する（対数微分法という）．つ
まり，log y = x log aの両辺を微分し，
y′
y




事実と合成関数の微分を用いていることに注意する．この等式を y′ について解くと，y′ = ax log a
となり示せた．











(2), (1), (4), (3)の順番で証明しており，(2)を導関数の定義によって証明し，(1)を (2)の事実と
底変換の公式で示す．次に (4)の証明は (1)の事実と逆関数の微分によって示し，(3)の証明は対数














4 . 2 さまざまな順番で証明する
ここでは 4 . 1節において触れていない関数どうしの証明について述べる．証明の方法によって分類
し，述べる．4 . 1節と同様に，4つの関数の公式について (1) (loga x)′ =
1
x log a








4 . 2. 1 対数微分法
(2) log xから (3) ax の証明において，対数微分法を用いることはすでに 4 . 1節において述べた．
この証明方法は，対数関数から指数関数への証明であればどの組み合わせでも適用できる．つまり，
(1) loga xから (3) ax，(1) loga xから (4) ex，(2) log xから (4) ex，どの組み合わせでも対数微
分法が適用できる．
例えば，(1) loga x から (4) ex について示す．y = ex とし，両辺に a を底とする対数をとり
loga y = loga e




となる．ここで左辺の微分について，(loga x)′ = 1/x log aの事実と合成関数の微分を用いている
ことに注意する．これを y′ について解けば，y′ = y log a · loga e = yである．つまり，(ex)′ = ex
であることが示せた．
4 . 2. 2 「底変換の公式」
(2) log xから (1) loga xの証明において，底変換の公式を用いることは 4 . 1節において確認し
た．(4) exから (3) axについては，対数の定義Xα = Y α logY X を用いることで証明できる．つま
り ax = ex log a と変形し，両辺微分すると，(ax)′ = (ex log a)′ = ex log a log a = ax log aとなり証
明できる．ここで合成関数の微分を用いることに注意する．




ここで等式Xα = Y α logY X は対数の定義である．しかし変形によって，底が変換されていると
見れば，「底変換」されたと見てよい．そこで本稿において我々は，この変形も「底変換の公式」と
まとめて呼ぶことにする．
4 . 2. 3 逆関数の微分を用いる
(1) loga xから (3) axの証明において，逆関数の微分を用いることはすでに 4 . 1節において述べ
た．当然，(2) log xから (4) ex に向けた証明，これらの逆順である (3) ax から (1) loga x，およ
び (4) ex から (2) log xに向けた証明も，逆関数の微分を用いることで証明できる．
また 4 . 2. 1節において，対数微分法によって証明した，(1) loga xから (4) ex，および (2) log x
から (3) ax についても，底変換の公式と逆関数の微分によって証明できる．(1)から (4)を示す．






















となり，証明することができた．同様にして，(2) log xから (3)
ax についても証明することができる．
先に証明した f(x)と g(x)の関係を入れ替えれば，当然逆順である (4) ex から (1) loga x，およ
び (3) ax から (2) log xについても同様に証明できる．





























まり y = f(x)について，両辺を指数に乗せて微分する（つまり ay = af(x)や ey = ef(x)とし，両辺
を微分する）ことによって証明できそうである．しかし例えば，(4) exから (1) loga xの証明をするこ
とを考える．y = loga xとし，両辺を eの指数に乗せ，微分をすれば，y′ey = (x1/ log a)′ =
xlog a−1
log a
となる．ここで，αが実数としたときに (xα)′ = αxα−1が成り立つことを認めていることに注意す




4 . 4 Napier数の定義に関する補足
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